TEMA 8: GEOMETRIA ANALITICA

He hecho una recopilacién de lo esencial de este tema, teniendo en cuenta que muy
pocos estudiaréis un bachillerato de ciencias. Los que lo hagais, el proximo curso, tendréis que
profundizar mas en el estudio de vectores.

El desarrollo del tema basado en
https://proyectodescartes.org/EDAD/materiales didacticos/EDAD 4eso geometria analitica

Y también os remitiré a unos videotutoriales de youtube.
Los ejercicios propuestos con las soluciones son de vuestro libro de texto.

iAnimo que ya falta menos!

Vectores fijos y vectores libres

Un vector fijo es un segmento onentado determinado
por dos puntos, el origen A(x,vy:) v el extremo
B(x3,¥2). Se caracteriza por:

+ E médulu,IA_B'I, es la longitud del segamenta.
* La direccion, la de la recta en que se apoya.
+ E|l sentido, el que va del origen al extremo.

Bl[4.5)
Podemos expresar el wector mediante sus
componentes, gue se obtienen restando las
coordenadas del extremo menos las del origen:

|AB|= (x2-%1, ¥2-¥1)

Doz vectores fijos se dicen equipolentes si tienen el
mismo maodulo, direccion y sentido. El comjunto de
vectores equipclentes se denomina wector libre, v
cualgquiera de ellos sirve para representarlo. Lo
indicaremos .

Hay un Onico representante del vector libre ¥ con
origen en (0, 0). Su extremo es &l punto P de
coordenadas las de B menos las de A, gque son
también las componentes del vector 7.

v OP es el vector del posicion del punto P.

EJERCICIOS resueltos

1. Dados los puntos A (-3, -3) v B (0, -5), calcula las componentes del vector AE y su

modulo.
Solucian: AB = (0 - (-3),-5 - (-3)) = (3,-2)
A |.TE'|= 32 4 (=2 =VTFa =TT

B

2. Calcula el punto extremo de un vector equipolente al ¥ = (—3,4) y con origen el
punto A(-2, -2).

Solucion: B(—2 + (—3),-2 + 4) = B(-5, 2)



https://proyectodescartes.org/EDAD/materiales_didacticos/EDAD_4eso_geometria_analitica

EJERCICIO PROPUESTO
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1. Representa los vectores AB y CD, siendo A(1,1), B(=2,7), C(6,0), D(3,6) yob

serva que son iguales.

Comprueba que AB = CD hallando sus coordenadas. Calcula su médulo.

BEL TS

AB=(-2,7)-(1,1)=(-3,6)
|AB| = {(-3)2 + 62 =9+ 36 = 45 =35
CD =(3.6)—(6,0) = (-3, 6)
|CD|=|4B|={45=35

Punto medio de un segmento
Aplicande las operaciones con vwvectores es facil
calcular el punto medio de un segmento de extremos

A v B dados.

Las coordenadas del punto medio de un
segmento son  la  semisuma de las
coordenadas de los extremos A(xi, vi) ¥

B(xz2, yz2):

x1t+xz y1t+y:2
(22255
2 2

El punto medio divide al segmento en dos partes

iguales

EJERCICIO PROPUESTO
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1. Halla las coordenadas del punto medio de cada segmento:

a)A(-2,5), B4, 1)
b)C(7,-3), D(-5,1)
<) E(1,4), F(7,2)
d)G(-3,5), H(4,0)

)M(‘22+4 5;1) L M(L3)
M(hz( 5) _3+1) L ML 1)
@M(‘j 452) o M(@4,3)




Distancia entre dos puntos M

Dados los puntos A(x;, %) ¥ Blyy vz), la distancia T LN

entre ellos es el madule del vector que los une. AT b b
AF=(-5,8) [

d(A,B) = 0 — 1) + (72 — 11)° | dam={ie se =10 \‘\;n.

EJERCICIO PROPUESTO
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1. Halla la distancia entre 4 y B.
c)A(-5,11), B(0,-1) d)A(4,-6), B(7,4)

a) dist (4, B) = |AB|= (6 +7) 7+ (4— 4% =13
b)dist (4, B) = |AB|={(3-3)+(9-4)? =5
¢) dist (4, B) = [AB|={(0+5)% + (-1 - 11)2 = 5% +122 =13

d)dist (A, B) = |AB|={(7 = 4)7 + (4 + 6)2 = {109 = 10,4

ECUACIONES DE LA RECTA

En los videos siguientes se explican de manera muy clara algunas formas de expresar la
ecuacion de una recta: (vosotros solo habéis utilizado hasta ahora la forma y = mx + n)

a. Ecuacién vectorial

https://www.youtube.com/watch?v=vhqaqRWNXrpo

b. Ecuaciones paramétricas

https://www.youtube.com/watch?v=1x5z2GY9DOdg

c. Ecuacién continua

https://www.youtube.com/watch?v=32Mk{GIFIgM

d. Ecuacidén general o implicita

https://www.youtube.com/watch?v=5tZgNRxnDTO

e. Ecuacién explicita, que es la que vosotros conocéis, y=mx+n

https://www.youtube.com/watch?v=75yw2IcKzdU

EJERCICIOS PROPUESTOS
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https://www.youtube.com/watch?v=vhqqRWNXrpo
https://www.youtube.com/watch?v=1x5zGY9DOdg
https://www.youtube.com/watch?v=32MkfGIFlqM
https://www.youtube.com/watch?v=StZgNRxnDT0
https://www.youtube.com/watch?v=75yw2lcKzdU

16. el Da, en cada caso, un vector direccion y escribe las ecuaciones vectorial, paramétri-
cas, en forma continua y explicita de las rectas que pasan por A y B:

a) A(-1,0), B(0,3)
b)4(0,-2), B(5,-2)
) A(-2,3), B(4-1)
d)A(3,-1), B(3,5)

a) A(-1,0)

B(0, 3) ] AB(1,3) = v(1,3) vector direccion

OX = OA + v
{xt_}r) = {_1? D) + I(l) 3)

ECUACION VECTORIAL:

ECUACIONES PARAMETRICAS:

x=—l+r
y=0+3z

ECUACION CONTINUA: =

ECUACION EXPLICITA:

b) A(0,-2)

B(S,-2) AB(5,0) = v(1,0) vector dircccién

OX = OA +1v
{I‘, _}') = {D: _2) + I'(]_, 0:]

ECUACION VECTORIAL:

. x=0+1z x=r
ECUACIONES PARAMETRICAS: —
y=-2+0r =-2
i _ +2
ECUACION CONTINUA: - ] 0 “FD
ECUACION EXPLICITA: y=-2

c) A(-2,3) i ST dreeci
B4, -1) (6,—4) — v(3,-2) vector direccion

OX =O0A +1v
(x y) = (=2,3) + 2(3,-2)

ECUACION VECTORIAL:

. x=-24+3r
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=3-2
. -3
ECUACION CONTINUA: 1‘—13-2 = J‘I—Z

ECUACION EXPLICITA:

¥y=3x+3

d) A3, -1)

B(3,5) Aé{o, 6) — \:(0,1) vector direccion

OX = 0A +1v
(x,}') =(3,-1) + #(0, 1)

x=3+0z x=3
_)
y=—l+1r y=—l+r1

ECUACION CONTINUA: — = =

ECUACION VECTORIAL:

ECUACIONES PARAMETRICAS:

ECUACION EXPLICITA:



18. a7l Da un vector direccion y un punto de cada recta, y escribe sus ecuaciones continuas:

x=-1+2¢
a y= 3¢
Xx= t
b){y:1_5r

._.
=

Q) P(1,0); v(2,-3); ¥3E=—=

MPmJyGu_m;%zi;_

19. a1 Escribe la ecuacién explicita de cada una de las rectas siguientes y da, en cada caso,
un vector direcciéon y la pendiente:

x—}_.}’+1
a]—2 =3
x=2—t
b) y=1+3¢

a)P(3,-1)er
_\:(2, 3) vector direccion — m = % (pendiente)

b) P2, 1) e r
3

\:(—1, 3) vector direccion — m = == -3 (pendiente)

Ecuacién explicita: y=1-3(x-2) — y=-3x+7

20.a«7] Halla dos puntos de cada una de las siguientes rectas y utilizalos para dar un vector
direccién en cada caso:

a)y=2x-3
b)y=3
Jx-2y+1=0
a)riy=2x-3
P0,-3)er
Qil,-1)e r
b)riy=3
P0,3)er
Q(L,3) e r
O rix=2y+1=0

P(-1,0)e r .
Q(l,1)e r — PQ(2,1) vector direccién de r

] — @{1,2) vector direccion de r

’ — P(j{l,{]} vector direccion de



21. a1 Escribe la ecuacion de las siguientes rectas y da, en cada caso, un vector direccion:

a) Pasa por (-4, 2) y su pendiente es %

b) Pasa por (1, 3) y su pendiente es —2.
c) Pasa por (5, —1) v su pendiente es 0.

a) P(-4,2)e r
1

o= 5 pendicntc

] — y:2+%(x+4} — y:2+%x+2 —

— Ecuacién explicita: y= %x +4

Vector direccién: v (2, 1)

b) P(1,3) e r

m=-2 andicnte] = y=3-2(x-1) = y=3-2x+2 =

— Ecuacién explicita: y=-2x+5

Vector direccion: \:(1, -2)

c) P(5,-1)er

- y==1+0(x-35) — yp=-1
m=0 pendienre’ 7 +0x-5) 7

Vector direccién: v (1, 0)

22. o7l Halla la ecuacion de las siguientes rectas:
a) Paralelaa y=—-2x+ 3 y pasa por (4, 5).
b)Paralelaa 2x—4y+ 3 =0 y pasa por (4, 0).
c) Paralelaa 3x+ 2y—6=0 y pasa por (0, -3).
A m=—2 y=5 -2~ 4)

bm=Ls y=04de-9 5 y=Le-q

Om=—3i y=3-2x-0) - y=3-3x
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1. Halla la ecuacién de la recta que pasa por:
a)A(1, 3), B(5,5)
b)A(1,6), B(8,-2)
a) Un vector direccién es AB (4, 2): otro vector direccién es d(2, 1).
La pendiente es: m = %
La ecuacion es:
y=3=t-n =yt 2

b) E{?, —8) es un vector direccién — m = =8

7

La ecuacidn sera:

=8 _=8.,50
y—-6-= 7(x 1) — 7x+7



2. Halla la ecuacién de la recta que pasa por (7, —5) y tiene por vector direccion (7, —4).

&(7, —4) — la pendiente es: m = _4

7

La ecuacién es:

y+5:—%(x—7) — “}r:—%x—l

3. Halla la recta paralelaa 5x—6y + 14 =0 que pasa por (0, -3).

La pcndiente de la recta Sx— G}r +14 =0 esel coeficiente de la x cuando la y estd despejada:

_5,.,14 _3
y=gx*g — m= c
Por ser la recta pedida paralelaa Sx— 6y + 14 = 0, la pendiente es la misma: m = %
Asi: y=-3 + %x

4. Halla la recta paralelaa 5y — 10 =0 que pasa por (2, 4).
Larecta 59— 10 =0 esuna recta paralelaal eje X, luego m = 0.
La recta que pasa por (2, 4) y tiene pendiente m =10 es y=4.

Posiciones relativas de dos rectas i oxe2y 4B =0

5 2x+3y-2=0 |
Dos rectas r Ax+By+C=0 vy s: A'x+B'y+C'=0 1 vi |
pueden ser: R /

| Parmcaicular ol pomks da con oo ke
| ke ECHE DAME reaoha o BRIETA
| {uzr--a o TEAE =
FE ] by = 4
™= =

Leepo m=-d

y=-2

* Secantes si tienen un dnico punto en comdn.
Tienen distinta direccion y distinta pendiente.

* Paralelas si no tienen ningin punto en comun.
Tienen la misma direccién y la misma pendiente
pero diferente ordenada en el origen.

» Coincidentes si tienen todos sus  puntos . BN -
- - - . L]
comunes. Tienen la misma pendiente v la misma Y [
ardenada en el origen. =2 _ 1 _ 2 | J

En casa caso se cumple:

Secantes Paralelas Coincidentes | i -3x-Gy +24=0

4 B A B € A B C
y i 7-FTC || 7TF°C

EJERCICIOS resueltos

14. Una recta r tiene como vector director ¥ = (—1,2) v pasa por el punto P(-5, -2),
otra 5 tiene pendiente m = -2 y pasa por N{0, 5). éQué posicion relativa tienen?

Solucion: Tienen la misma pendiente -2, ' ¥+2=-2(x+5) =+ 2x+¥y+12=10
s: 2x + y— 5= 0, luego son paralelas




EJERCICIOS PROPUESTOS
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1. Dila posicién relativa de estos pares de rectas:

a)r:8x+2y—14=0 b)r:3x—2y-14=0
s:5x-y-20=0 s: pasa por (1, -2) y por (10, 1).
) r: pasapor (-1, 4) y (7, -2). d)r: pasapor(2,-1) y (8, 2).
s:3x+4y=0 §: su pendiente es 1/2 y pasa por (0, -2).

a) r:8x+2y—14=0 dx+y— 7=0
15— y—20=0] 5x—y-20=0
9 -27=0 — x=3
4.3+4y-7=0 > y=-5
Las rectas r y s se cortan en el punto (3, -5).

b) Veamos cuil es la ecuacion de s:

Un vector direccion de s es (9, 3) // (3, 1). Su pendiente s, por tanto, m = %
siy= —2+%(x—l) — _;::%x—% — x-3y-7=0

Resolvemos el sistema:
ri3x—2y—14=0 3x—-2y—14=0
st x—3y— 7=0| 3x+9y+21=0
T 705 g

Bx—2.(-1)—14=0 — 3x—12=0 — x=4
Las rectas » y s se cortan en el punto (4, —1).

c) Buscamos la ecuacién de r:
Un vector direccién es (8, —6) // (4, —3). Su pendiente es, por tanto, = = —%.
-4 3 - 3,.,.13 _13=
riy=4 4(x+l)—>_y 4x+4 — 3x+4y-13=0
Resolvemos el sistema:
ri3x+4y—13=0| 3x+4y—-13=0
5:3x + 4y =0| 3Bx—4y =0
—13=0 — Contradiccién.

Las rectas » y s no tienen ningin punto en comun. Son paralelas, ya que tienen la misma
pendienre, —3/4, pero distinta ordenada en el origen, 13/4 y 0.

d) Ecuacién de r:
Un vector direccién es (6, 3) // (2, 1). Su pendiente es m = %
riy= —1+%(x—2} — y:%x—z — x-2y-4=0

Ecuacién de s:

Jv:%x—i! — 2y=x-4 - x-2y—4=0 — r y s sonla misma recta.
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25. a7 Halla el punto de interseccion de las rectas » y s en los casos siguientes:

a) ri3x—5y+17=0 b) ri3x-2y+9=0
s:7x+3y-63=0 s:x—=2y+5=0

a) 3x —5y=-17 9x — 15y =51

Tx+3y=63 |  35x+15y=315
A4y =264 = x=6

7-6+3y=03 = 3y=21 = y=7

r y 5 se cortan en ¢l punto P(6, 7).

b)3x—2y+9=0 3x-2y+9=0

x—2y+5=0]  —x+2y—-5=0

2x +4=0 — x=-2

LS %)

3-(-2)-2y+9=0 = 6-2y+9=0 — 2y=3 —>y=7

ry § secortanen el punto Q(—Z%)
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44.a7] Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas y halla el punto de in-
terseccion cuando sea posible:

x= 3+ y
a]r:iy=—2—2r s:x—l:i
=1
b)r:y=2x-3 st ¥
y=2r
x= 3+ ¢ P,(3,-2) puntode r
3 r: y=-2-12r \_!:(1,—2) vector direccién de

P.(1,0) puntode s

x—1l=% — 99—
= 2 {v5(1,2) vector direccion de s

%;:_T?‘ — V, ¥ Vv, noson paralclc-s — F ¥ § s¢cortan €n un punto.

Para hallar el punto de corte, hallamos la ecuacién explicita de cada recta y resolvemos el
sistema formado por ambas ecuaciones:

P(3,-2er

—_ =2 2x— ty=-2 4
V(L-2) - m,:—il} = riy (x=3) = riy=-2x+

s:x—l:% — siy=2x-2
V= A punto d M(3 1)
y=2x-2 punto de corte es: >

b)riy=2x-3 — m, =2

x=1 -

'R — v.il,2) = m =2
{ y=2e 7 WA =

m,=m, — r y 5 oson paralelas o coincidentes.

s pasa por el origen de coordenadas pero r no, por tanto r y s son paralelas.



Recta paralela a r por €l punto P Recta paralela a otra por un punto

r.

4 =1 - - . .
x+3 _ y-1 Dos rectas son paralelas =i tienen la misma direccion

- - y por tanto la misma pendiente.

r

* Para escribir la ecuacion de una recta paralela a
otra por un punto F, bastara tomar este punto vy el
vector direccional, o la pendiente segin

Perpendicular a r por el punto P

convenga, de esta otra.

Recta perpendicular a otra por un punto

x+2 _ y-1
r —= - . .
3 2 En cuanto a las pendientes, si m es la pendiente
de una recta vy m' la de una perpendicular:
v -v 1
nm = —}I = m" = x = ——
v, v, m
EJERCICIOS resueltos
15. Calcula el valor de a para que las rectas r y 5 sean paralelas:
r2x4+3y4+23=0 ssax+3y+46=10
Solucion: Para gue sean paralalas los coeficientes de x v de v respectivos deben sar
proporcionales luego & = 2
16. Calcula el valor de @ para que las rectas r v 5 sean paralelas:
x+3 y+4 x+4 y-—1
r: =— 2 =
2 -2 -2 a
Solucion: Para que sean paralelas las componentes de sus vectores direccionales
deben ser proporcionales luego @ = 2
17. Calcula el valor de a para que las rectas r y 5 sean perpendiculares:
rx+y=0 ssax+y+5=0
Salucion: Para gue sean perpendiculares se debe cumplir:
1*a+1-1=0 = a=-1
18. Calcula el valor de @ para que las rectas r v s sean perpendiculares:
x+4 y—4 x+5 y-—6
r: =— 5E—=—
3 4 —4 a
Solucion: Para gue sean perpendiculares se debe cumplir:
Z-(4)+4-a=0 = a=3

EJERCICIOS PROPUESTOS
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5. Da tres vectores perpendiculares a (-6, 1).

Tres vectores perpendiculares a (=6, 1) son: (1, 6), (2, 12) v (3, 18).

6. Halla la ecuacidn de la recta que pasa por (2, =5) y es perpendicular al vector v (5, 7).
El vector (-7, 5) es perpendiculara v y, por tanto, es un vector direccién de la recta buscada:

__3 e 5_ 2y __ 5.2
m= 7 y=-5 7(:;' 2) =y 7x =
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24. «T] Escribe la ecuacion de la recta perpendicular a r y que pasa por el punto P en los
siguientes casos:
a)r:y=-2x+3; P(-3,2)
b)r:3x-2y+1=0; P(4,-1)
) rix=3; PO, 4)

a) m:%; y=2+%(x+3}

=
£
Il
|
|
I

= y=-l-F -4
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50.a7] Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas:

ri2x—-5y+3=0 b) ri5x—4y+8=0

V5 PG,), Q-2,3) s:A(4,7), B(0,2)

a)*s: P(3,1), Q(-2,3). Un vector direccién es (-5,2) — m =—%

y:l—%{x—f‘)) = 5y=5-2x+6 — 2x+5y—11=0

*r: 2x—5y+ 3=0
5o 2x+5y—11=0

4x — 8=0 =5 x=2
7

r y s se cortan en el punto (2, —).

2.2-5y+3=0 = S5y=7 —)_y:% 5

bys: A(4,7), B(0,2). Un vector direccién es (-4, =5) — m =

_;f=2+%(x—0) —>_;J=2+%x — 4y=8+5x — Sx—4y+8=0

.Lx|u~

r y 5 son la misma recta.



3. Circunferencias

Ecuacion de una circunferencia

Una circunferencia de centro C(a, b)y radiores el
lugar geométrice de los puntos P(x, y) del plano cuya
distancia a C es r. Esto nos lleva a la ecuacidn:

(x—ayl+(y—-bt=rt

Desarrollando esta expresion obtenemos:
x*-ZTax+a+y -2by+b*-rF =0

Que podemos escribir:
x’“+y=+ﬁx+ﬂv+c=ﬂ
donde A=-23,B=-2byC=a*+b*-p/*

(x-2)"+(y-3)°=3"

Asi podemos calcular las coordenadas del centro o el E
X +y -4x-6y+4=0

valor del radioc a partir de la ecuacion.

EJERCICIOS resueltos

19. Halla la ecuacion de la circunferencia de centro C(-3, 3) v radio 5.

Solucidn: (x+3P+(y-30=5
Operando y pasando todo al primer miembro: x* + y* + 6x -6y -7 =0

20. éCudl es el centro de la circunferencia de ecuacién x° + rz - 4% + By — 3 =07

Solucion: Sean a y b respectivamente la abscisa y la ordenada del centro.
-4 ]
5i nos fijames en los coeficientes dex yde y: a = S b= ==

luego el centro esta en C(2, -3)

21. écCudl es el radio de la circunferencia de ecuacion x* + y* + 2x + 6y - 6 =07

Solucion: Si nos fijamos en la ecuacién vemos que el centro esta en 2l punto (-1, -3)
Y ademas (-1)* + (-3)* -r = -6 luego =16 y r=4

22. Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (-7, 1) ¥ tiene el centro
en C(-2, -1).

Solucion: La distancia entre el centro y P es el radio: r = /(=7 + 2)? + (1 + 1) = 429
luego (x + 2P + (v + 1) =29 = ¥ +y* +4x +2y - 24 =0

EJERCICIOS PROPUESTOS
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1.

Escribe, en cada caso, la ecuacién de la circunferencia:
Z'I) C(71 1]1 r= 5
b)C(=2, 4), r=12

a) (x—7}2+{_y—1}2:25 — x2+y2—l4x—2y+25=0

b)(x+2)2+(y—4)2=144 — x?+y* +4x—8y—124=0

. Di el centro ¥ el radio de las circunferencias siguientes:

a) (x=3)%+ (y-5)%=25
b)(x+2)2+y2=1

a) Centro (3, 5). Radio, 5.
b) Centro (=2, 0). Radio, 1.

. Una circunferencia de radio = /45 tiene su centro en el punto C(4, 9). ;Pertenecen los

puntos A(-2,6) v B(8,2) aesta circunferencia?
Ecuacién de la circunferencia: (x—4)% + (y—9)* = 45

A(=2,6) = (=6)2+ (=32 =36 +9=45. Si pertenece.

B(8,2) — 42+ (=7)2=16+49=65=45. No pertenece.

. Halla la ecuacion de la circunferencia de centro C(4,-2) que pasa por P(5,7).

El radio de la circunferencia es la distancia entre C y P.

Radio = 4/(5-4)2 + (7 +2)2 =82
Fecuacién de la circunferencia:

{x—4)3+(y+2}2:82 — x2+y2—8x+4y—62:0



